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Darum geht es: Stereometrie: das ist die Geometrie des Raumes. In diesem Leitprogramm
sollt ihr mit einigen geometrischen Korpern vertraut werden: Quader, Prismen, Zylinder,
Pyrmiden, Zylinder, Kegel und Kugeln. Ihr werdet fiir alle diese Korper Formeln fiir das
Volumen und die Oberfliche kennenlernen und in vielen Aufgaben anwenden.

Das lernt ihr: Diese vielen Formeln braucht ihr nicht alle auswendig zu konnen. Thr solltet
die Formelsammlung stets dabei haben, um mit ihrer Hilfe sicher Berechnungen von Kor-
pern durchfiihren zu konnen. Ziel ist es, die rdumliche Anschauung zu stiarken. Ausserdem
werdet ihr feststellen, dass ihr vieles, was ihr bisher gelernt habt, in der Stereometrie anwen-
den konnt: Trigonometrie, quadratische Gleichungen, einige wenige Gleichungssysteme...
So geht es weiter: Stereometrie ist natiirlich nicht nur gut fiir das rdumliche Anschauungs-
vermogen. In vielen technischen Berufen und der Physik wird sie hdufig gebraucht. Insbe-
sondere im Maschinenbau und in der Architektur wird sie intensiv benétigt. In eurer weite-
ren Laufbahn im Mathematikunterricht werden haufig stereometrische Aufgabenstellungen
vorkommen: so wie ihr in diesem Leitprogramm das Losen quadratischer Gleichungen und
die Trigonometrie wiederholen konnt, werden in vielen anderen mathematischen Themen
Korperberechnungen vorkommen. Es ist wichtig, dass ihr die wichtigsten Formeln sicher
anwenden konnt.
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Die Arbeitsweise in diesem Leitprogramm (bitte genau durchlesen)

Stillarbeit: Der Schwerpunkt dieses Leitprogrammes liegt im Losen von Uebungsaufgaben.
Theoretische Herleitungen sind kurz gehalten oder ins Additum ausgegliedert. IThr solltet
die Kapitel jeweils genau durcharbeiten und alle Aufgaben l6sen. Arbeitet dabei moglichst
viel alleine und selten mit euren NachbarIlnnen zusammen. Die Losungen zu den Uebun-
gen stehen am Ende des Skripts. Wer gar nicht weiterkommt, kann sich die aufliegenden
Musterlosungen anschauen.

Literaturstudium An einigen Stellen wird verlangt, etwas in Biichern nachzulesen. Die da-
zugehorigen Biicher liegen, teils als Kopien, aus. Macht euch jeweils Notizen iiber den In-
halt fiir eure Unterlagen. Wiahrend des Literaturstudiums wire es gut, wenn ihr in Zwei-
bis Dreiergruppen arbeitet.

Kapiteltests: Am Ende jeden Kapitels (Ausnahme: Satz von Cavalieri) kommt ihr bitte zur
Lehrkraft. Dort gibt es einen Kapiteltest, der an einem separaten Platz nur mit Hilfe der
Formelsammlung und dem Taschenrechner (aber ohne das Leitprogramm) zu 16sen ist. Gebt
dann die Losungen der Lehrkraft. Wichtiges Kriterium ist auch, dass die Losungen leserlich
dargestellt sind. Sollte eine Losung falsch sein, so gibt es einen Tipp und ihr miisst eine
verbesserte Version erstellen. Die Lehrkraft fiihrt eine Liste tiber den Arbeitsfortschritt.

Fixpunkte: Nach Bedarf oder zu vorher festgelegten Zeiten gibt es die Moglichkeit, Proble-
me im Klassenverband zu besprechen.

Arbeitstempo: Einer der Vorteile des Arbeitens mit Leitprogrammen ist, dass jede Person
das Arbeitstempo angemessen wahlen kann. Wie schnell in der Schule geschafft wird und
ob auch zu Hause Aufgaben gelost werden. ist allen selbst iiberlassen. Die Lehrkraft wird
allerdings darauf achten, dass niemand zu sehr in Riickstand gerét.

Klausur: Tja, am Ende gibt es dann auch eine Klausur...

1 Der Quader

Quader werden hier zum Anlass genommen, noch einmal das Wissen iiber Trigonometrie
und quadratische Gleichungen aufzufrischen.

Aufgabe 1.1 Ein Quader besitzt 8 Eckpunkte
und 12 Kanten. Seine Oberfliche besteht aus
6 Vierecken, welche im allgemeinen nicht qua-
dratisch sind, sondern Rechtecke bilden.

Drei Masszahlen kennzeichnen einen Quader:
die Lange [, die Breite b und die Hohe h.
Damit gilt fiir seine Oberflache: A =

und fiir sein Volumen: V =

Aufgabe 1.2 Nehmen wir fiir die Kantenldngen eines solchen Quaders also allgemein die
Werte [, b und h. Raumdiagonalen verbinden Eckpunkte, die nicht auf der gleichen Seiten-
flache liegen.
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a) Welche Lange D besitzt dann die Raumdiagonale dieses Quaders? (2 Mal Pythagoras)

b) Wieviele Raumdiagonalen besitzt ein Quader? Wie unterscheiden sich die Langen?

Aufgabe 1.3 Ein Quader habe eine Linge von 12 Einheiten, eine Breite von 8 Einheiten und
eine Hohe von 4 Einheiten.

a) Wieviele Wiirfel mit einer Kantenldnge von einer Einheit konnte man in diesem Quader
unterbringen?

b) Wieviele Wiirfel mit einer Kantenldnge von 2 Einheiten konnte man in diesem Quader
unterbringen?

Aufgabe 1.4 Stelle Dir eine Spinne vor, welche  Loc
eingesperrtist in einer quaderférmigen Schach-

tel und an einer Innenwand sitzt. P16tzlich ent-
deckt sie an der gegenitiberliegenden Wand ein
Loch, durch welches sie entkommen konnte.

Nun mochte sie auf dem kiirzesten Weg zu diesem Schlupfloch gelangen. Dabei kann sie na-
turlich Wande, Boden- und Deckfldche der Schachtel gleichermassen begehen. Wie konnte
man den kiirzesten Weg fiir ihre Flucht zum rettenden Loch finden?

Aufgabe 1.5 Ein Wiirfel ist ein Quader, bei dem alle Seitenldngen gleich gross sind. Ein
Wiirfel besitzt eine Inkugel (welche alle sechs Seitenquadrate beriihrt) und eine Umkugel
(deren Oberfldche alle acht Eckpunkte des Wiirfels enthilt).

Bleiben wir nach wie vor bei einer Wiirfelkantenldnge der Grosse k. Berechne damit

a) den Radius r der Inkugel:
b) den Radius R der Umkugel:

c) Besitzt ein Quader im allgemeinen eine Inkugel (welche also alle sechs Seitenflichen
bertihrt)?
Wenn ja, wie gross ist dann ihr Radius r?

d) Besitzt ein Quader im allgemeinen eine Umkugel (auf welcher also alle acht Eckpunkte
liegen)?
Wenn ja, wie gross ist dann ihr Radius R?

e) Fiir die drei Kantenmasse eines Quaders gelte I > b > h. Welchen Radius r besitzt dann
eine moglichst grosse Kugel, welche in diesem Quader Platz

finden konnte?
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Aufgabe 1.6 “Trigonometrie” Wir waéhlen
einen Quader mit einer Lange von 8 Einheiten,
einer Breite von 5 Einheiten und einer Hohe
von 3 Einheiten.

a) Nun betrachten wir zwei Raumdiagonalen in diesem Quader. Diese schneiden sich in
einem Punkt.

Welche Grosse besitzt der eingezeichnete Schnittwinkel 3 dieser beiden Raumdiagona-
len?

6=

b) Welche drei Winkel «, 8 und + bildet dann eine Raumdiagonale mit den drei Quader-
kanten an einem ihrer beiden Endpunkte?

Wihle die Winkelbezeichnung derart, dass gilt a > 3 > .
Aufgabe 1.7 “quadratische Gleichungen” Bei einem Quader ist eine Kante 3cm beziehungs-
weise 5cm kiirzer als die anderen beiden Kanten. Die Oberflache des Quaders betrdgt 60cm?.
Wie lang ist die kiirzeste Kante?

2 Das Prisma

Beim Thema Prisma ist die Herleitung das Wichtigste. Sie erfolgt durch “Literaturstudium”.
Es wird nur wenige Aufgaben geben.

Wird ein beliebiges n-Eck im Raum um ' [

eine gewisse Strecke aus der Ebene her-

aus parallel zu sich verschoben, dann be-
schreibt es dabei ein Prisma.

Erfolgt diese Verschiebung senkrecht zur in
Ebene des n-Ecks, dann sprechen wir ge- ’ 1Ty
raden Prisma; sonst ist es ein schiefes \Vi

Prisma.

schiefes Prisma gerades Prisma

Die Grundfldchen (‘obere und untere’ Grenzfliche) eines Prismas sind also kongruente (deckungs-

gleiche) n-Ecke mit dem Fldcheninhalt GG, und der Mantel besteht aus n Rechtecken oder
Parallelogrammen.

Als Hohe & eines Prismas bezeichnen wir stets den ( senkrecht gemessenen!) Abstand zwi-
schen den beiden parallelen Ebenen, in welchen Grund- und Deckfldache des Prismas liegen.

Satz 2.1 Fiir den Volumeninhalt des Prismas gilt:
V=G-h

Beweis Kommt als Arbeitsauftrag im Literaturstudium (siehe unten).

Wiirfel und Quader stellen spezielle Fille von Prismen dar.
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Aufgabe 2.1 Erganze:

a) Der Quader ist ein gerades Prisma, bei welchem

b) Der Wiirfel ist ein gerades Prisma, bei welchem

Dass bei der Volumenberechnung eines schiefen Prismas der senkrecht gemessene Abstand
h zwischen den beiden Grundflichen massgebend ist, wollen wir hier plausibel machen:
Wir denken uns zwei Stapel derselben 36 Spielkarten eines Jass-Spieles. Im einen Fall liegen
die Karten senkrecht iibereinander, im andern Fall sind sie verschoben. (Bild)

Beide Stapel umfassen die 36 Karten, und sie sind natiirlich auch gleich hoch (bei senkrech-
ter Vermessung). Im weiteren werden die beiden Stapel mit ihren 36 Spielkarten selbstver-
standlich auch dasselbe Gewicht haben, womit sie also volumengleich sein miissen.
Schliesslich sind auch die Grundflichen der beiden Stapel kongruent, also insbesondere
gleich gross. Gilt also fiir den linken Stapel (gerades Prisma) V = A - h, dann muss dasselbe
auch fiir den rechten Stapel (schiefes Prisma) gelten.

Lies Dir jetzt die allgemeine Herleitung der Formel V' = Gh in “Cornel Niederberger, Geometrie 3"
durch.Studiere auch die Formeln zum Prisma in der Formelsammlung. Mache dir Notizen zu den
Herleitungen. Sie gehoren zum Klausurstoff.

Aufgabe 2.2 Wir betrachten hier ein spezielles gerades ,
Prisma: seine Grundfldchen bilden gleichseitige Dreiecke ’
mit der Seitenldnge a , und die Hohe des Prismas betrage
h.

a) Welches Volumen V besitzt dieses spezielle Prisma?

b) Wie gross ist die Oberfldche A dieses Prismas?

c) Wie weit ist ein Eckpunkt des Prismas entfernt von der
Mitte der gegeniiberliegenden Kante (siehe Abbildung):
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Aufgabe 2.3 Wir wihlen hier ein schiefes Prisma mit re-
guldrer sechseckiger Grundfldche (zusammengesetzt aus
sechs gleichseitigen Dreiecken):

Die Kanten der sechseckigen Grundflichen messen je 3,2
cm und alle sechs parallelen “Seitenkanten” messen je 8 cm.
Gegentiber einer Senkrechten auf der Grundfldache bilden
die sechs 'Seitenkanten” Winkel der Grosse o = 28° (siehe
Abbildung).

Berechne den Volumeninhalt V' dieses Prismas.

Aufgabe 2.4 Hier wéhlen wir ein ein schiefes Prisma mit
quadratischer Grundfldche:

Die Seiten der Grundflichen messen a= 3,5 cm , die ’Seiten-
kanten” haben Langen von k = 11 cm , und auch die einge-
zeichnete Diagonalen zweier Mantelvierecke messend = 11
cm.

Beachte auch die eingezeichneten rechten Winkel am "Bo-
den’ des Prismas!

a) Welcher Art sind die geometrischen Figuren, welche die sechs Bestandteile der Oberfla-
che dieses Prismas bilden?

b) Berechne den Inhalt des Volumens V' sowie die Grosse der Oberflache A dieses Prismas.
Runde jeweils auf 2 Dezimalstellen nach dem Komma.

c) Welcher Winkel liegt hier zwischen der Grundflache und den ‘Seitenkanten’ dieses Pris-
mas?

Beachte: Winkel sind eigentlich nur zwischen zwei sich schneidenden Geraden definiert.
Wenn es um einen Winkel zwischen einer Ebene und einer sie schneidenden Geraden
geht, ist damit der Winkel zwischen der betreffenden Geraden und ihrem Schatten in der
betreffenden Ebene, wenn das Licht senkrecht auf diese Ebene fallen wiirde, gemeint.

d) Wiirde entlang der eingezeichneten Seitendiagonale d und senkrecht auf die entspre-
chende Seitenfliche das Prisma zerschnitten werden, dann wiirden zwei neue (gleiche)
geometrische Korper entstehen.

Berechne die Grosse A der Oberfldche eines solchen Teilkorpers.

Aufgabe 2.5 Ein Quader wird durch einen ebenen Schnitt in l
zwei Prismen zerlegt. Berechne das Volumen des unteren Pris- e
mas, wenn a=6cm, b=4cm, c=8cm und «=50° s a
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3 Die Pyramide

Das Kapitel “Pyramide” wird etwas ausfiihrlicher behandelt. Pyramiden und Kegel sind
die Objekte in der Stereometrie zu denen wir die griindlichsten Ueberlegungen anstellen
werden.

Werden alle Punkte eines n-Ecks mit einem Punkt S verbunden, welcher nicht in derselben
Ebene liegt wie das n-Eck, so entsteht eine Pyramide.

Das n-Eck bildet ihre Grundfldche, der Punkt S heisst Spitze. Die Mantelfldiche der Pyrami-
de setzt sich zusammen aus n Dreiecken mit dem gemeinsamen Eckpunktin S.

Der (senkrecht gemessene!) Abstand der Pyramidenspitze S von der Ebene der Grundfldche
heisst die Hohe der Pyramide.

Bildet die Grundfldche ein reguldres (regelmaéssiges) n-Eck, und liegt die Pyramidenspitze
S senkrecht iiber dem Mittelpunkt dieses reguldren n-Ecks, dann sprechen wir von einer
regelméssigen n-seitigen Pyramide.

Aufgabe 3.1 Ein Wiirfel ldsst sich derart zerteilen, dass er
zerfallt in sogenannte schiefe Pyramiden.

Eine solche schiefe Pyramide ist in den dargestellten Wiir-
fel hineingezeichnet.

Die Oberfldche einer solchen Pyramide besteht aus einer
quadratischen Grundfliche (hier grau eingefarbt) sowie
aus vier Dreiecken.

Die Pyramidenspitze liegt im Eckpunkt S des Wiirfels.

a) Die vier Seitendreiecke sind zwar nicht alle gleich, aber alle vier haben etwas gemeinsam.
Welches ist diese Gemeinsamkeit in der Form der vier Seitendreiecke dieser Pyramide?

Wiederum gehen wir aus von einer Wiirfelkantenldange der Grosse k.
b) Wie lang ist dann die Summe aller acht Kanten K einer solchen schiefen Pyramide?

¢) Inwie viele solche schiefen Pyramiden ladsst sich ein Wiirfel zerlegen? (Er zerfallt ndmlich
in eine bestimmte Anzahl gleicher schiefer Pyramiden!)

d) Wie gross ist demnach der Inhalt (das Volumen) V' einer solchen schiefen Pyramide in
unserem Wiirfel?

e) Wie gross ist die Oberflidche A einer solchen schiefen Pyramide in unserem Wiirfel?
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Aufgabe 3.2 Stelle Dir in unserem Wiirfel eine gerade Py-
ramide vor, und zwar so, dass eines der Quadrate der Wiir- |
feloberfldche ihre Grundfldache bildet, und dass ihre Spitze i
im Wiirfelzentrum liegt. }
Zeichne eine solche Pyramide in den untenstehenden Wiir- !
tel moglichst anschaulich hinein. |
Beachte dabei, dass sich die Lage des Wiirfelzentrums kon- |

struieren ldsst, indem die Raumdiagonalen im Wiirfel ge- el
zeichnet werden. ol

Welches Volumen V besitzt eine solche gerade Pyramide in T
einem Wiirfel der Kantenldnge & ?

Das Volumen einer Pyramide erweist sich bei beiden Uebungsaufgaben als ein Drittel des
Produktes aus Grundflache G und Hohe h

Satz 3.1 Das Volumen einer beliebigen Pyramide mit Grundfliche G und Volumen h betriigt

1
V=-G-h
3

Beweis: Lies Dir jetzt die allgemeine Herleitung dieser Formel in “Cornel Niederberger, Geometrie
3” durch.Studiere auch die Formeln zum Pyramidenvolumen in der Formelsammlung. Mache Dir
Notizen zu den Herleitungen. Sie gehdren zum Klausurstoff.

Die beriihmtesten Vertreter der pyramidenformigen Korper bilden die regelméssigen 4-
seitigen Pyramiden (oder einfacher die quadratischen Pyramiden), welche im Alten Agyp-
ten und in Mittelamerika als Konigsgraber oder als Kultstitten erbaut worden sind.

Einer dieser Vertreter wird in der ndchsten Aufgabe untersucht:

Aufgabe 3.3 Eine quadratische Pyramide besitze eine Grundkantenlinge von 120 m und
eine Hohe von 149 m.

a) Welchen Fldcheninhalt besitzt die Mantelflache M die-
ser Pyramide (bestehend aus 4 Dreiecken)?

b) Lose dieselbe Uebung auch allgemein, namlich mit der
Grundkantenldnge k und mit der Hohe h.

¢) Unter welchem Winkel sind die Kanten gegeniiber den
Diagonalen der Grundfliche geneigt? (mit £ = 120m
und h = 149m)

d) Wie weit ist bei obiger quadratischer Pyramide (der Mit-
telpunkt des Grundfldchenquadrates entfernt von einer
der vier nach oben verlaufenden Kanten der Mantel-
flache? (Beachte, dass selbstverstindlich die ‘kiirzeste
Entfernung’ gemeint ist!)
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Aufgabe 3.4 Die Darstellung rechts zeigt ein N
etwas komplizierteres Hausdach oder zwei
sich schneidende gerade Prismen.
Wie gross ist das Volumen V dieses Korpers? ;
m
8m

Aufgabe 3.5 “Reguldre Polyeder” Polyeder sind Korper, die von Vielecken (z.B. Dreiecken,
Vierecken) begrenzt werden. Regulédre Polyeder sind Polyeder,bei denen alle Seitenflachen
kongruent sind und von jeder Ecke gleich viele Kanten ausgehen. Es gibt fiinf verschiedene
regulédre Polyeder: (Formelsammlung).

Den Hexaeder haben wir bereits als Wiirfel kennengelernt. Leite die Volumenformel fiir
Tetraeder und Oktaeder aus der Volumenformel fiir Pyramiden her.

Aufgabe 3.6 Eine schiefe Pyramide hat eine quadra-
tische Grundfliche ABCD mit AB = CD = 4cm und
die Seitenkanten AS = DS = 8m, BS = C'S = 6cm.
Berechne

a) die Winkel CBS, SBA, BAS, SAD.
b) die Hohen der Seitenfldchen.
¢) die Oberfliache.

d) die Hohe und das Volumen

Aufgabe 3.7 Eine quadratische Pyramide wird in hal-
ber Hohe parallel zur Grundfliche entzwei geschnit-
ten.

Der untere Teil wird als Pyramidenstumpf bezeichnet. 5
Die vollstandige Pyramide besitzt natiirlich ein Volu-
men der Grosse V = k?h/3.

Wie gross aber ist das Volumen der oben abgeschnitte-
nen kleineren quadratischen Pyramide?

Ein Pyramidenstumpf ldsst sich auch betrachten, wenn
nicht unbedingt in halber Hohe geschnitten wird.

Sichtbar ist dann nicht mehr die urspriingliche Gesamthohe, sondern nur die verbliebene
Hohe h und die Seitenldngen. k; und k». Die Formeln fiir Volumen und Oberfldche finden
sich hier. Handelt es sich nicht einmal um quadratische Pyramidenstiimpfe, so finden sich
die Formeln in der Formelsammlung.
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h
V=g (k3 — k3) G

(k1 — ko)

A=K+ + k) T B — o —

4 Der Zylinder

Ein ganz kurzes Kapitel mit einem vergleichsweise erholsamen Kapiteltest.

. . . . . L4 /’_—ﬁ
Wird eine Kreisfliche im Raum um ei-

— i 7

ne gewisse Strecke aus der Ebene her- -
aus parallel zu sich verschoben, dann be-

schreibt sie dabei einen Zylinder. h

Erfolgt die Verschiebung senkrecht zur
Ebene des Kreises, dann ergibt sich ein

gerader Zylinder; sonst ein schiefer Zy- ® o
linder (s. Abb.).

Als Hohe h eines Zylinders bezeichnet wird der (stets senkrecht gemessene!) Abstand zwi-
schen den beiden Kreisflichen, welche den Zylinder begrenzen, bezeichnet.

Wie bei Prismen lésst sich auch das Zylindervolumen berechnen als das Produkt aus Grund-
fliche und Hohe, also V = Gh

Weil die Grundfldche hier allerdings ein Kreis ist, und weil fiir die Kreisflache gilt: G = r?.
m , so folgt fiir das Zylindervolumen:

Satz 4.1 Das Volumen eines Zylinders betrigt
V =nar’h

Aufgabe 4.1 Wie gross ist die gesamte Oberfldche A eines geraden Zylinders mit dem Ra-
dius r und mit der Hohe h?

Aufgabe 4.2 Rotiert ein Rechteck um eine seiner beiden Symmetrieachsen, dann beschreibt
es einen Zylinder.

Berechne das Volumen der beiden moglichen Zylinder, welche von einem Rechteck von 8
cm Ldnge und 5 cm Breite auf diese Weise erzeugt werden konnen.

Weise nach, dass diese beiden Volumina nur dann gleich gross sein konnen, wenn das er-
zeugende Rechteck quadratisch ist.
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5 Der Kegel

“Kreise sind Vielecke mit unendlich vielen Ecken.” Wer-
den Dreiecke, Viereck, Fiinfecke, Sechsecke mit jeweils glei-
chen Seitenldngen angeschaut, so werden die Korper im-
mer runder. So gesehen ist der Zylinder ein Prisma mit
runder Grundflache. Genauso ist ein Kegel eine Pyramide
mit runder Grundfldche:

Werden alle Punkte einer Kreisfliche mit einem Punkt S,
welcher ausserhalb der Ebene dieser Kreisflache liegt, ver-
bunden, dann entsteht ein Kegel.

Als Hohe h wird beim Kegel (wie schon bei der Pyramide)
den senkrecht gemessenen Abstand der Kegelspitze S von
der Ebene der Grundkreisflache bezeichnet.

Liegt die Kegelspitze S senkrecht {iber dem Mittelpunkt
des Grundkreises, dann handelt es sich speziell um einen
geraden Kegel. Ansonsten ist es ein schiefer Kegel.

Die Lichtstrahlen beispielsweise, welche von einem Schein-
werfer an eine zur Strahlungsrichtung senkrechte Wand
‘geworfen’ werden, bilden einen geraden Kegel.

Ein Kegel kann beliebig genau angendhert werden, durch Pyramiden mit hinreichend gros-
ser Eckenzahl n ihrer Grundflachen. Daher gilt auch fiir Kegel die Volumenformel der Py-
ramiden, wobei die Grundfliache ein Kreis ist:

Satz 5.1 Fiir einen Kegel gilt

V= %7?7"2]1
Aufgabe 5.1

a) FEin trichterformiges Gefdss (somit also mit der Form eines geraden Kegels dessen Spit-
ze unten liegt) soll einen Liter Fliissigkeit fassen. Sein Durchmesser (der Grundflédche)
misst 24 cm. Wie hoch muss dieser Trichter sein?

b) Bis zu welcher Hohe muss das Glas gefiillt werden, damit es einen halben Liter Fliis-
sigkeit enthalt?

Die Oberflache eines geraden Kegels zerfillt in eine Kreisflache (Grundkreis) und in den Ke-
gelmantel.

Wird der Kegelmantel in eine Ebene ausgebreitet, dann besitzt er die Form eines Kreissek-
tors:
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CAD o

Der Kreissektor, welcher vom Kegelmantel beim Abwickeln gebildet wird, hat den Radius
s, fiir welchen gilt: s = Vh? + r?
(siehe die linke Abbildung und bedenke den Satz von Pythagoras!)

und die Bogenlidnge b, fiir welche gilt: b = 277 (denn die Lange dieses Bogens muss mit der
der Lange der Peripherie des Grundkreises iibereinstimmen!).

Die Flache des entstandenen Kreissektors steht zur Flache des gesamten Kreises somit im
selben Verhdltnis, wie die Bogenldnge b zum ganzen Kreisumfang. Also gilt mit der Sektor-
flache M die Verhdltnisgleichung;:

M : (ns*) =b: (2ns)

Aufgabe 5.2 Lose die obige Proportion (Verhiltnisgleichung) auf nach der Mantelflache 1
und ersetze danach die Langen s und b gemadss obigen Ueberlegungen durch die Grossen r

und h.
Aufgabe 5.3 Wie gross ist die gesamte Oberfldche eines geraden Kegels mit dem Grund-

kreisradius r = 15,2 cm und der Hohe h=75cm ?

Wird ein gerader Kegel parallel zu seiner Grundfla- A
che abgeschnitten, dann entsteht ein gerader Kegel-
stumpf.

Wir bezeichnen den Grundkreisradius des Kegel-
stumpfs mit R und den Radius seines Deckkreises
mit 7.

Die Hohe des Kegelstumpfes sei h , wiahrend die
Hohe des ungeschnittenen Kegels mit H bezeichnet
wird.

Aufgrund des 2. Strahlensatzes gilt die Verhdltnis- \V

gleichung: \Q R
H H-h
R r

H

(1)

Damit lédsst sich die vierte Grosse ( H, h, R, r ) berech-
nen, wenn die iibrigen drei Grossen bekannt sind.
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Zur Berechnung des Volumens eines Kegelstumpfes wird ausgegangen von der Vorstellung,
dass von einem vollstindigen Kegel ( Grundkreisradius R , Hohe H ) ein kleinerer Kegel
(rundkreisradius r , Hohe H — h) abgeschnitten worden sei. Daraus ergibt sich fiir den Ke-
gelstumpf:

1 1
V= §7TR2H - §7T7°2(H —h) =

5 (R°H —r* (H 1))
In der Formelsammlung steht auch hierzu eine alternative Formel, die bei Aufgaben sehr
niitzlich ist.

Aufgabe 5.4 Berechne das Volumen V' und Oberfliche A des Kegelstumpfes bei folgenden
Angaben : r =0,85m ; h =52cm ; H =1,2m

Aufgabe 5.5 Bei einem schiefen Kegel ist r=4cm, die lingste Mantelli-
nie s;=9cm, die kiirzeste s,=7cm. Berechne den Rauminhalt des Kegels.
Tipp: gesucht ist zuniichst die Hohe h. Lingste und kiirzeste Mantellinie liegen

sich gegeniiber. Der Fusspunkt der Hohe h liegt auf einem Durchmesser, der W
die Mantellinien verbindet.

Aufgabe 5.6 Bei einem Kegel ist die Mantelfliche doppelt so gross wie die Grundflache.
Wie hoch ist er, wenn das Volumen 100cm? ist?

Aufgabe 5.7 Ein Viertelkreis mit Radius 1cm wird zu einem geraden Kegel gebogen. Be-
rechne die Oberfldche und das Kegelvolumen.

Aufgabe 5.8 Ein Blumentopf hat die Gestalt eines Kegelstumpfs. Er hat unten eine Innen-
weite von 15cm und oben eine Innenweite von 20cm. Die Hohe ohne Boden betrdgt 25cm.
Wie viele solcher Blumentopfe lassen sich mit 1m?3 Erde fiillen?

6 Der Satz von Cavalieri

Um die Berechnung von Volumina gewisser Korper verstehen zu konnen, ist ein Satz des
italienischen Mathematikers Bonaventura Cavalieri (15987 - 1647) von grossem Nutzen. Wir
verfiigen allerdings noch nicht tiber die notwendigen mathematischen Begriffe und Hilfs-
mittel, um diesen Satz auch beweisen zu konnen.
Cavalieri konnte den folgenden Satz nachweisen:

Satz 6.1 Schneidet eine Ebene E aus zwei Korpern Flichen von gleichem Flicheninhalt, und gilt dies
auch fiir jede andere zu E parallele Ebene, dann besitzen die beiden Korper auch dasselbe Volumen.
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Die Darstellung
zeigt zwei vollig
unterschiedlich ge-
formte Korper mit
einer besonderern

Eigenschaft:
Eine Ebene Ej
schneidet die beiden

Korper, und es ent-
stehen zwar unter-
schiedlich geformte
Schnittflichen (Gy),
aber beide besitzen
denselben Fliachen-
inhalt.

Wird die Ebene Ej parallel verschoben, dann entstehen in jeder Lage wiederum Fldchen
gleicher Grosse (G resp. G2).

Gilt dies fiir jede mogliche Lage dieser parallelen Schnittebenen, dann sind die Volumina
der beiden Korper auch gleich gross.

So ganz neu ist dieser Satz eigentlich nicht. Betrachten wir die Formeln zu Berechnung der
Volumina bei geraden und bei schiefen Prismen und Pyramiden so ergeben sich die Formeln
tur die schiefen Korper aus jenen fiir die geraden Korper eben aus diesem Satz von Cavalieri:

Stellen wir das gerade und das schiefe Prisma auf dieselbe Ebene E, und wird diese Ebene
E parallel nach oben geschoben, so entstehen in jeder Lage mit beiden Korpern dieselben
Schnittfléchen (hier sind sie sogar kongruent!). Also sind das schiefe und das gerade Prisma
bei gleicher Hohe h auch volumengleich.

So wirklich bedeutungsvoll wird der Satz von Cavalieri dann, wenn wir versuchen, das
Volumen einer Kugel zu berechnen.

Zu diesem Kapitel gibt es keinen Test.

7 Die Kugel

Die Kugel kann definiert werden als die Menge aller Punkte in einem Raum, welche von
einem gegebenen Punkt ( Zentrum ) einen Abstand aufweisen, welcher hochstens gleich
einer gegebenen positiven Grosse ( = Radius R) ist.
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Werden bloss diejenigen Punkte im Raum betrachtet, deren Abstand vom Zentrum Z genau
gleich dem gegebenen Radius ist, ergibt sich die Kugeloberfliche oder die Kugelsphare -
oder oft auch verkiirzt die Sphare.

Aehnlich wie der Kreis in der Ebene, ist die Kugel im Raum
bereits dann eindeutig definiert, wenn eine einzige Grosse
- etwa ihr Radius R - gegeben ist.

Dies hiangt auch bei der Kugel zusammen mit ihrer vollen-
deten Einfachheit und Vielfalt an Symmetrie.

Mit Hilfe des Satzes von Cavalieri ldsst sich die Volumen-
formel der Kugel herleiten:

Zunéchst berechnen wir das Volumen eines Zylinders mit
einer kegelformigen Aushohlung. Radius und Hohe des
Zylinders seien dabei gleich gross, ndamlich von der Grosse
R (s. Abbildung) unten:

aa

Dieser ausgehohlte Zylinder besitzt das Volumen

1

2 2

V' =Vzylinder ~ VKegel = £ 71 — 3 R*-7TR .
2 13

also V = §7TR N\

Vergleichen wir nun diesen ausgehohlten Zylinder mit ei-

ner Halbkugel mit dem Radius R: D —

TR ‘ ~

?_ r \
R / &_’/

- X

AN -
s

In einem gewissen Abstand x von der Grundfldche schneide nun eine zur Grundfldche par-
allele Ebene E die beiden Korper. Beim ausgehohlten Zylinder entsteht als Schnittflache ein
Kreisring, dessen dusserer Radius = R misst und fiir dessen inneren Radius r nach Strah-
lensatz gilt: = : » = R : R woraus folgt r = x.

Somit gilt fiir den Flacheninhalt dieses Kreisringes:
Agp = R*n — 2°m = n(R* — 2?).

Beim Schnitt mit der Halbkugel ensteht ein Kreis, fiir dessen Radius r nach dem Satz von
Pythagoras gilt:

r? = R? — 22, Somit betrdgt der Flicheninhalt des Schnittkreises mit der Halbkugel:

AHK = 7’27'(' = 7T(R2 - 1‘2)
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Ein Vergleich der Flacheninhalte Axr und Apx der beiden Schnittfiguren zeigt also, dass
sie beide genau gleich gross sind, und zwar unabhédngig vom gewéahlten Grundkreisabstand
x.

Damit ist die Voraussetzung fiir den Satz von Cavalieri erfiillt: Der ausgehohlte Zylinder
und die Halbkugel miissen somit das selbe Volumen aufweisen! Fiir die Halbkugel mit dem

2
Radius R gilt also: Vi = §7TR3.

Daraus folgt fiir das Volumen einer ganzen Kugel V' = 2 - Vg , also:

Satz 7.1 Das Volumen einer Kugel mit Radius R betrigt

4

V= 37TR3

Zur Herleitung der Formel fiir die Kugeloberfliche O denken wir uns die Kugel mit dem
Radius R ndherungs-weise zerlegt in eine sehr grosse Anzahl von Pyramiden:

Jede Pyramide besitzt die Hohe h = R. Fiir die Grundflache
der i-ten Pyramide setzen wir voriibergehend das Symbol
A;. Damit gilt fiir das Volumen der i-ten Pramide:

1
Vi=-AiR
3

Denken wir uns die Kugel vollstindig ausgefiillt mit n sol-
chen Pyramiden, dann gilt fiir die Summe ihrer Volumina:

V=1/3A1R+1/3A2R+ ...+ 1/3A,R,also

1
V= SR(A+ Aa . Ay) 2)

Nun wird beachtet, dass bei sehr vielen Pyramiden fiir die Summe ihrer Grundfldchen (siehe
obige Klammer) gilt:

A1+ As + ... A, = O (= Kugeloberfldche)

4
und dass fiir das gesamte Kugelvolumen bekanntlich gilt: V' = gwR?’ Dann folgt mit Glei-
chung 2:

4 4 01

und damit nach Multiplikation mit 3 und Division durch R:

Satz 7.2 Die Oberfliche einer Kugel mit Radius R betrigt O = 4nR?
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Aufgabe 7.1 Eine Hohlkugel aus Glas besitzt einen dusseren Durchmesser von 12 cm und
eine Wandstdrke von 1,5 mm. Das Glas besitzt ein Gewicht von 2,6 g pro cm?. Wie schwer
ist diese glaserne Hohlkugel?

Aufgabe 7.2 Eine Bleikugel mit einem Durchmesser von 8,2 cm wird eingeschmolzen, und
daraus werden 20’000 kleine Bleikiigelchen gegossen.

a) Wie gross ist der Durchmesser eines solchen Bleikiigelchens?

b) Wieviel mal grosser ist die gesamte Oberfldche all dieser Bleikiigelchen als die Oberfla-
che der urspriinglichen Bleikugel? (Rundung auf eine ganze Zahl)

Aufgabe 7.3 In einer Kugel mit Radius R =4cm ist ein gerader Ke-
gel einbeschrieben, dessen Hohe doppelt so lang ist wie der Grund-
kreisradius. Wie gross ist die Differenz der beiden Volumina dieser
Korper? (Tipp: Fassbogenkreis oder Zentriwinkelsatz)
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A  Drehkorper

Aufgabe A.1 Die Bilder zeigen Schnittbilder von Drehkoérpern. Die Schnittebenen (schraf-
tiert) schneiden sich rechtwinklig in der Symmetrieachse des Drehkérpers.

Berechne Volumen V' und Oberfliche O der Drehkorper. Berechne ausserdem den Inhalt Ag
der Fliche, die den Drehkorper erzeugt, wenn sie sich um die Symmetrieachse (gepunkt-
strichelt) dreht.

e)

Aufgabe A.2 Ein regelmassiges Sechseck hat eine Seitenldnge von 12cm. Dieses Sechseck
rotiert nun auf zwei verschiedene Arten. Berechne jeweils das Volumen.
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a) Rotation um eine Achse durch die Mitte zweier Gegenseiten.

b) Rotation um eine Achse durch zwei gegeniiberliegende Seiten.

B Arbeitsauftrige

Aufgabe B.1 Arbeite das Arbeitsblatt zum Eulerschen Polyedersatz durch.

Aufgabe B.2 Finde im Internet Literatur zu platonischen Kérpern und erstelle eine Linkliste
fur die Klasse. Berticksichtige auch historische und metaphysische Beziige.

Aufgabe B.3 Arbeite das Arbeitsblatt zur Volumenberechnung des Kegels durch.



C Losungen

A.11: S =2(Ib+ Ih +bh), V = Ibh.
A.1.2: a) D = VI? + b + h? b) 4 Raumdiagonalen gleicher Lange
A. 1.3: a) 384 Einheitswiirfel b) 48 Wiirfel der Kantenldnge 2

A.1.4: Auf der Abwicklung des Quaders wird der Standort der Spinne geradlinig mit dem
Loch verbunden.

A.15: a)r = k/2 = 0.5k b) R = v/3k/2 = 0.866k c)keine Inkugel d) Umkugel mit R =
VETTA2/20)r = h/2

A.1.6: a) 3 =107.83°b) a = 72.36°, 3 = 59.66°, v = 36.09° A.1.7: 0,8lcm
A. 2.1: Der Quader ist ein gerades Prisma, bei welchem die Grundfldche rechteckig ist.

Der Wiirfel ist ein gerades Prisma, bei welchem die Grundfldche quadratisch ist (Seitenldnge
s), und bei welchem fiir die Hohe h gilt: h = s.

A.22: a) V=1/3/4-a’hb) A= /3/2 a% + 3ahc) d = \/h? + 3/4a% = V/4h? + 3a2 /2
A.2.3: V ==187,92 cm?

A. 2.4: a) 2 Quadrate, 2 Rechtecke und 2 Parallelogramme b) V = 133,03 cm3; A = 177,52
cm? ) p =2 80.85° d) A = 127,26 cm? A. 2.5: 151.72 cm3

A. 3.1: a) Alle vier Seitendreiecke sind rechtwinklig. b) K = (5 + 2v/2 + v/3)k = 9.56k c) 3
gleiche schiefe Pyramiden d)V = k3/3e) A = (2 + V2)k? = 3.41k* A.3.2: V = k3 /6

A.3.3: a) A = 38550,46 m?>b) A = kv/4h? + k2 ¢) 60.34° d)d = 73,73 m A.3.4: V =112 m3
A. 3.5: Formelsammlung

A.3.6: a) 70.5°,104.5°, 46.6° 75.5° b) hap = hcp = 5.81cm, hpc=5.66cm, hap = 7.75cm ¢)
5=66.04cm? d) h=5.45cm, V'=29.09cm3

A.3.7: V = k%h/24
A.41: A=2nr-(r+h) A.4.2: V; =251, 33cm3; V5 22 157, 08cm?

A.5.1: a)h = 6,63 cm b) 5.26cm A. 5.2: A = mrvh2 +12 A.5.3: A =2 4'380,06 cm? A. 5.4:
V =2 31m3, A = 15,48m?

A.5.5: V =112.4cm? A. 5.6: h = 6.59cm A.5.7: V = 0.063cm3, A = 0.982cm? A. 5.8: 165
A.7.1: 172,06 g A.7.2: a)d = 3,02 mm b) ca. 27 mal grosser A. 7.3: AV = 199, 45¢m3

A Al a) V =70554.94, O = 16635und Ag = 550 b) V' = 452.39, O = 573.45 und A = 12
c) V =15698.86, O = 2918.97und Ar = 100 d) V = 72256.62, O = 11309.7und Ar = 1500 e)
V = 42746604.4, O = 146320.63und A = 19000
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